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Об интегральном модуле непрерывности 
Н . Т Е М И Р Г А Л И Е В и П . Л . У Л Ь Я Н О В (Москва , С С С Р ) 
Пусть 27г-периодическая функция v ( / )££" (О, 2л) при некотором р€[1, 
тогда 
o)p(i5; <р) = sup { / \v(t + h) -ср (0|р dt}" 2л) 
|лt^ä о 
называют модулем непрерывности (в L") от <р. 
Для случая непериодических функций f(t)£Lp(a, b), где — = 
модуль непрерывности определяется так: 
« р ( й ; / ) = sup {¡"\f(t + h)-f(t)\*dty ( 0 á < 5 ^ 1 ) , 
0 а • 
где b — h = °o, есл и b — °°. 
Отметим, что если в условиях утверждения (теоремы, леммы и т.п.) го-
ворится о функциях из L"(a, b) (из Lp(0, 2л)), то подразумевается^ что речь 
идет о непериодических (соответственно периодических) функциях, а встреча-
ющийся в утверждении (или же в его доказательстве) знак || / | | р понимается в 
смысле нормы, т.е. 
И/И* = I I / I ILPC.« = { / I / ( 0 I ' Ä } 7 -
о 
Далее, всюду ниже через \Е\ мы будем обозначать меру Лебега измери-
мого множества Е. 
Для доказательства точных теорем вложения # р (определение класса Я® 
см. [5], стр. 649) в пространство L" существенно были ислпоьзованы (в случае 
р = 1) одним из авторов (см. [5] и [6]) следующие установленные им утверждения 
о модулях непрерывности: 
Л е м м а 1 (см. [6], стр. 108). Если функция / ( / )6Z,( — т о 
О) sup ¡\f{t)\dt (« = 1 ,2 , . . . ) . 
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Л е м м а 2 (см. [6], стр. 107). Если функция f(t)£L(0, 1) то 
(2) c J - J s / U ^ sup j\f{t)\dt- inf / 1 / ( 0 | A } (n= 1 , 2 , . . , ) . 
|£|S— |£ |s— . n n 
Пусть F(z, l / l)—невозрастающая на (0, 1) равноизмерим аяс \f{t)\ функция 
(см. [5], стр. 655). Тогда справедлива 
Л е м м а 3 (см. [5], стр. 656). Если неотрицательная функция f(t)£L(0, 1), 
aa<z [0, 1]—некоторое число, то 
a) sup ¡.f(t)dt= / F ( z , f ) d z , 
м С [0,1] JŐ о |M| = ot 
1 
.6) inf • j f ( t ) d t = / y(z,f)dz. 
f f M * 1 -
Впоследствии стало известно, что в этом направлении уже имелись не-
которые результаты о модулях непрерывности. Именно, пусть функция' 
f(t)£Lp(0,2л) при некотором /?£[ 1, со) и / неэквивалентна постоянной, тогда 
У 1/(01" dt ^ Cf:P ( - « < e < + v 0 < - A s 2 л), 
а 
где постоянная CftP зависит только о т / и р. 
Это неравенство при р = 1 было доказано Е. Х и л л о м и Дж. К л е й н о м 
(см. [1]), а при р > 1 — И д з у м и (см. [2]). 
В 1961 году венгерским математиком Й. Ц и п с е р о м (см. [3]) при тех же 
условиях на функцию / ( ( ) было сформулировано следующее обобщение тео-
ремы Хилла—Клейна—Идзуми: 
(3) sup f\f(t)\pdí ^ Cf P(o ( h ; f ) ( 0 < A g 2я).. 
Ес№,2ж]Х , 
|Е| = А 
Аналогичное неравенство сформулировано Й. Ципсером и для случая, 
когда / ( í ) 6 £.p(— 
Однако доказательство Ц и п с е р а последних неравенство ошибочно, ибо 
он в своих рассуждениях существенно пользуется равенством: 
h h ft 
(4) • f F(t)dt-f (F(x + t)dt•= f [F(t)-F.(t + h)] dt, 
o o о 
где F(x)= J \f(x + u)\?du, а измеримое множество E и переменная x взяты 
из области определения суммируемой в />-ой степени функции / (и) и \E\=h. 
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Убедимся, что как в периодическом, так и в непериодическом случаях 
равенство (4) ошибочно. В самом деле, в силу аддитивности интеграла Лебега, 
соотношение (4) тождественно .равенству 
.А А 
(5) f F(x + h)dt = f F(t + h)dt. 
о • • о 
Пусть f ( t ) — t1,p при 0, 2л). Тогда для числа h£(0, л) и множества £ = [ 0 , h] 
имеем > 
h h2 




f F(x+i)dt - xh2 + h3 ^2hs = f F(h + i)dt (0 < A ' < л, 0 < x < 2 л - й ) , 
о 0 
что противоречит (5). 
Продолжая / ( 0 с полуотрезка [0, 2л) на всю ось периодически с периодом 
.2л в периодическом случае, и нулем в непериодическом случае, получаем, что 
равенство (4) действительно не имеет место. 
Более того, если f(t)£Lp(— то из равенства (5) вытекает (при 
что 
А 
¡F(h+l)dt = 0 
о 
и потому (опять в силу (5) и неотрицательности F) функция F(x) = 0, т.е. / ( 0 = 0 
почти всюду. 
Целью настоящей заметки является, с одной стороны, доказать, что 
неравенства вида (3) являются следствием лемм.1, 2 и 3 и, с другой стороны, 
сделать ряд замечаний по рассматриваемому вопросу (и в том числе по вопросу 
взаимосвязи модулей непрерывности функции / и ее равноизмеримой функции 
<р (см. об этом теорему 3)). Ниже нам понадобится следующее утверждение: 
если f(t)£Lp(a,b), то 
(6) ^(0-,\/\р)^Р-2р-Ц/\\р^оур(д-,/) . 
Действительно, так как по теореме Лагранжа 
• \хр^-ур\^р(х+уу-х\х-у\ (р = 1, х £=• 0, у — 0), . 
и 
... , ' ;Х~У\Р а 2р~1(хр+у") (х it 0, у S 0), •• • • : \ 
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ТО 
b-h 
<a1(5;|/n= sup f \\f(t + h)\' m>\dt* 
sup p/"(|/(i + A)| + |/(OI)p-1 | l /( ' h)\-\f(i)\\dt 
OShSd 
b p-1 b-h 
S sup p{J[\f(t + h)\ +1/(01?dt) p {/ \\f(t + h)\-\f(t)\\pdt}p ^ 
omhss 
Hp "pv 
Перейдем к доказательству теорем. 
Т е о р е м а 1. Если f(t)£Lp(—°o, при некотором р£[ 1, °=>), то 
sup J\№\'dtl*\ip2>-^f\\rla>p(h\f) ( O ^ A ^ l ) . • £ с ( — оо, оо) £ 
\E\-h 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, пусть 
1 1 
(7) . h e (и = 1,2, ...). 
(и + 1 п 
В силу леммы 1 (см. также (6) и (7)) имеем: 
sup f 1 / ( 0 1 ' A s sup / 1 / ( 0 | ' А ^ £с(-о»,оо) j/ Жс(-
. | Е | =" £ 1*1=1 
N 
- 9<Ü1B"; '-Н - 18íöl(«TT; '•Н ~ 
18ffll(A; 1/10 s l S ^ - M I / l i r 1 ^ ^ ; / ) . • 
что и требовалось доказать. 
Т е о р е м а 2. существенно неограниченная функция f(t)£Lp(0, 1) при 
некотором м с > 6 — произвольное, но фиксированное число, то най-
дется построянная h0=h0(c, f , р) >0, для которой 
(8) sup f\f(t)\pdt^ cp2p-í\\frp-1(0p(h-,f) при всех й€[0,й0]-£<=[0,1] / |£|=/> 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу .леммы 3 имеем 
sup j\f(t)\pdt = } F{z-,\f\p)dz, inf j\f(t)\pdt = f F(z;\f\p)dz, 
|£|=fc №1=/. 
где F(z; | / j p ) — невозрастающая на [0, 1] равноизмеримая с \f(t)\p функция. 
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Так как / ( / ) существенно неограничена, то отсюда вытекает существова-




/ F ( z ; \ f \ " ) d z s [l fF(z;\f\*)dz (0 * h ^ h0), 
l-h У C>0 
(90' 4 sup / | Д 0 1 ' А = ё sup / 1 / ( 0 1 ' A - inf / | / ( 0 1 р Л ( О ё й ^ й о ) . 
с £c[0,l]? £c[0,l]£ £C[0,1]S 
|£|=Л |£| = A |£|=ft 
Пусть число n (n = 1,2, ...) выбрано так, что 
1 1 
(Ю) - ' А € , 
Имеем*) (см. (9'), (10) и (6)) при h£(0,h0] 
4 sup / | / ( 0 | ' Л si - sup / 1 / ( 0 | ' А ^ 
|Е|=Л ,E|=i 
^ sup f\m»dt- inf / 1 / ( 0 1 ^ ^ 3 © ! 1 ; 1Л 
I £ л <_ LU, XJ £ 
| £ | = — | E | = — 
= ^ I ^ T T ' l / l " ! = 6 ( 0 ^ h ' l/l") = Ф - 2 ' - 1 | | / 1 1 Г 1 ш р ( / г ; / ) > 
то есть неравенство (8) доказано. 
Для случая ограниченных функций справедливо утверждение: : 
Если измеримая функция / существенно ограничена на отрезке [0, 1] и не 
эквивалентна постоянной, то 
(8') sup ¡\f(t)\pdt^c(J,p)oip(h,f) при всех /i€[0,/i0], 
£с[0,1]£ 
| £ | = Л 
где постоянная C( f , p ) не зависит от й£[0, /г0]. 
Доказательство этого утверждения ведется совершенно также, как до-
казательство теоремы 2, только в неравенстве (9) постоянную 1 — 6/С следует 
заменить постоянной 1 -е ( / , / ? ) , где e(f,p) достаточно малое положительное 
число (неравенство будет оставаться справедливым и для этого случая в 
силу того, что функция / не эквивалентна постоянной). 
*) Здесь м ы также пользуемся , д а н н ы м в работе [4] К . И . О с к о л к о в а и С. А . Т е л я к о в -
с к о г о , с л е д у ю щ и м уточнением л е м м ы 2 : а неравенстве (2) вместо 1/9 м о ж н о поставить 1/3. 
12 А 
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Значение постоянной С(/,р) ъ неравенстве (8') можно конкретизировать. 
Например; из оценок Ципсера (см. неравенства (2.9) и (3.1) в работе [3]) вы-
текает: 
Если / ( / ) существенно ограниченая на [0, 2л] и не эквивалентная постоян-
ной измеримая функция и 1, —некоторое фиксированное число, то 
sup f 1/(01" А ^ sup vrai 1/(01" сo„( f , h) (0 < A á .l), 
Лс[0,2л)? t € [0,2л] \\J — >n(J)\\p |Е|=й 
где . 
1 2л 
m ( f ) = — j f ( x ) d x . 
L n о 
Из оценок (8) и (8') непосредственно получаем: 
Если функция fd Lp(0, 1) при некотором />6[1, и f ( t ) не эквивалентна 
постоянной, то 
(8") sup f\f(t)\pdts c(fp)(ûp(h-f) при всех /г£[0,1], 
ЕС [0,1] £ 
|Е| = А ' 
где C(f,p) не зависит от h£[0, 1]. 
З а м е ч а н и е 1. Рассматривая линейную на (0, 1) функцию нетрудно убе-
диться, что неравенство (8") в смысле порядка неулучшаемо. 
З а м е ч а н и е 2. Пусть cp(t) неотрицательная, невозрастающая на (0, 1) 
функция и (p(t)£Lp(0, 1) при некотором <*>). Тогда 
Ô 
(11) «£(<5; ср) ^ J (pp(t)dt при всех O s á s l . 
о 
Доказательство. Имеем 
l - h l-h 
f [<p(t)-<p(t + h)]pdt s / y - ' O l v W - v i t + Wdt 
о 0 
l - h l - h h 1 
à f < p p ( l ) d t - f <pp(t + h)dt = f <pp{t)dt- f (Pp(t)dt, 
l - h 
откуда и следует справедливость (11). 
Отметим, что неравенство (11) неусиляемо. Чтобы убедиться в этом, 
достаточно рассмотреть функцию 
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З а м е ч а н и е 3. Справедлива следующая 
Т е о р е м а 3. Если функция f£L"((j, 1) при некотором />6(1, a <f>(t) — 
невозрастающая на (0,1) и равноизмеримая с \ / ( 0 1 функция, то 
(12) Ю£(«5;ф) ё c / i pwp(<5;/) 
при всех 15£[0, 1], где положительная постоянная Cj p зависит только от 
функции f и р. 
Доказательство следует из неравенств (8") и (11) (см. также лемму 3). 
Любопытно отметить, что неравенство (12) является следствием двух не-
улучшаемых в смысле порядка неравенств (8") и (11) (см. замечания 1 и 2). 
Вопрос же о неусиляемости самого неравенства (12) связан с вопросом, 
ранее поставленным одним из авторов (см. [5], стр. 659): верно ли неравенство 
(13) сор(<5;/) ^ срсор(,5; ср) (ср > 0, 1 ш'р < 0 < 5 ^ <50(/) < 1), 
где <р(х) — функция, невозрастающая и равноизмеримая с неотрицательной 
функцей f(t)€Lp(0, 1); если же это неравенство верно, то каково наибольшее 
значение постоянной ср? 
Более того, неизвестно, будет-ли нижний предел положителен для каждой 
функции / € ! / ( 0 , 1) 
Одним из авторов (см. [5], стр. 652—658) была установлена справедливость 
неравенства (13) д л я ' р = \ , а К. И. О с к о л к о в и С. Д. Т е л я к о в с к и й (см. [4]) 
показали, что в оценке 
®i ( / ; — с { SUP / 1 / ( 0 1 A - inf Г | / ( 0 | А} (« = 1, 2, ...) 
I п ) Ее [0,1] £ £с[0,1] £ ' 
==— . |Е|=1 п п 
постоянная с заключена между 1/3 и 5/7. 
З а м е ч а н и е 4. В работе [6] (см. стр. 114) было установлено, что если для 
достаточно малых <5 справедлива оценка 
(14) co^S-J) ^ сд log j , 
I где с < то . 
1 
(15) J ехр \f\dt .-= 
о 
а при с = 1 этом вывод уже сделать нельзя. 
12» 
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Здесь же был поставлен вопрос: для каких С, удовлетворяющих условию 
1/9 =§с<1 из (14) следует (15)? 
Из результатов К. И. О с к о л к о в а и С. А. Т е л я к о в с к о г о (см. [4]) следует, 
что из справедливости для функции f { t ) неравенства (14) с с < 1/3 следует (15). 
. Для с, удовлетворяющих условиям l / 3 s C < l , вопрос остается открытым. 
В целом остается открытым вопрос о необходимом и достаточной условии 
на модуль непрерывности га(<5), чтобы имело место вложение 
• H ^ < z e L ( l s / x » ) 
(см. об этом [7], стр. 673). 
З а м е ч а н и е 5. Нетрудно убедиться, что неравенства вида (3), (8), (8') и 
(8") не могут дать неулучшаемых предельных теорем вложения при /; > 1 (на-
пример, для случая Hp(zL v с (см. [5] и [6])). 
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